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Cours 2
, probabilité vs

On fixe l espace d' état , Ac Pll) une tribu d'événements .

Prop .
: Soit P : A - foi] une mesure de probabilité,
et (A- i) ± une famille dénombrable d' événements dans ct

. Alors

P (¥#DE ÉPAIS .

déni
.
⑥ si I est fini on le montre pas

m'amena son # I.
• # I = 1 : évident

.

• si vrai pom # I = k , montrons
-le

pom (htt) .

On se donne (Aj) j ej
E AJ

,
#J = htt .

J = fj , , _ . . . , jp , jpeu } .

Ii = { j , si , jte}



P (¥,Aj) =P Ai U Aja)
=¥i Pftjpn) - P Ai najm)
Ët Phi) + PLA jm)
=

g.¥ Pftj
)

④ Supposons I dénombrable ; sans restriction
,
on suppose I = IN *

.

Soit Bn : = Ai → (Bnf ne µ * croît vers
, ¥ Ai = :B .

Par ② on a P (Bn) E È MAI)

JE



D' après la proposition vue précédemment ( dernière prop .

du cours 1)
,

P @ n) T P (B)
tandis

que (pn) Î vas ¥, PLA i) .

En passant
à la limite on n

,
on a

:P(B) = P (¥ Ai) t.IE Plait . Be

-

Soit X :
l → E une application à valeurs dans un ensemble E .

Si P : A → foi) est une probabilité ,
(E - R, Rh, Net)

pour B CE
,

P
× (B) = P ¢ - ' (B) ) n'est défini que si X

- '(B) Ect
,

ce qui nous amène au résultat surinant .



Prop . : 1) La famille Ee des parties B de E telles
que

X
- '

(B) E A

est une tribu de E .

2) La formule Est - P× (B) =P¢
- ' (B)) définit me proba .

son E
, appelée la loi de X.

déni
.

Soit Y = { BEP (E) tq . X
" C- A } c PCE) .

(A) X- ' (d) = § C- A donc ¢ e bo ( X "(E) = RE A aussi )
A-2) Soit Be Ee

.
X
- t (E) = { we r t -

q . X@ ¢ B}
= { u er tq . X@ E B)

c

donc Bc ey .

= ¢ "@D' c- A



CA 4) Soit (Bp) hey ,
K dénombrable

,
Bh E E pom tour KEK

.

Alors X -
' (BD C- A pu

tout ke k

⇒ ¥ X
" (Bk) = X

- '

(¥ Bk) E A.

(nîmois : (X "#* Bk) Veux
- t @ D)
'

= ¥ ×
- ' (B!) ect etc . )
-

C- A

Remarque : on peut avoir Et P (E) , même si A- = PER) .

Déf . :
Une famille M de parties d' un ensemble Est appelée classe monotone si

(Mt) E C- M

@2) A
,
B EM

,
AC B ⇒ B) A C- M (stable par soustraction)

CMD fan) ne µ suite A d'élément de M ⇒ n¥µ An C- M



(stable par réunion amiante)
Pour toute famille F de parties de E , on note M (F) la classe monotone

engendrée par F ( nitration de toutes les classes monotones contenant F) .

Pem .
: une tribu est une classe monotone donc tt F famille de parties de E,

Me c KF1
une classe monotone stable par intersection finie est une tribu

.

déni
. (m) ⇒ CAD

,
et @e) ⇒ stabilité par passage au complémentaire

(Ac = RIA ,
en part . ¢ = MR)

. stabilité par union finie : ¥ Ai =f A
= (À ai)

'
etc

.



• stabilité par réunion dénombrable :

soit CA a) ne µ . , Au E Me pom tout n EIN
.

nn Bn ÷ ¥ Ai C- M (stabilité par réunion finie)

⇒ § n) ne µ. est croissante donc ¥ * Bn E M

mais =¥µ. Aw .

Ba

rbtéorème : soit F famille de parties d' un ensemble E.

Y F est stable par intersection finie , alors M# = 4F) .

déni
.

Me (F) c off) d'après ce qu'on a vu .

→ Il suffit de mq.dk(F) est une tribu , donc
pas a qui précède ,

de m
. g-
M (F) est stable par nitration finie .



Soit dur :
= { A C- M (F) t.q.tt Ce F , Arce Me (F) } .

Par hypttàe an F
,
FC Mr .

De plus , M , est une classe monotone :

E E M
,

si A
,
B C- Mp , A CB

,
C E F

(BIA) s c = @ x) 1fr c) c- M (F)
A A
ME) de

donc BIA E Mp
stabilité par

union dénombrable croissante : pom (An ) î dns Mn , CEF,
← ¥,f) ne ¥ LAID c- MEI

MEI



Conséquence : Nb
,
et une dame monotone contenant F

,
donc M
,
= Me(F) .

Maintenant
, posons Nba : = { A C- Me (F) t.q.tt ce Ne ,

Arc EN (F)}
De même Meg est une classe monotone incluse dans M (F) et

contenant F donc Ma = M (F) .

Par suite
,
Ne (F) est stable par intersection finie , ce qui conclut .

Corollaire : (unicité des mesures )
Yvit A un ensemble muni d' une tribu A.

Soir Ce une classe d' ensembles stable par intersection finie engendrant A -

Si P
,
et Pg sont deux mesures de probabilité sur ct telle

que

P
,
et Pz sont égales sur le

,
alors P

,
et Pz sont égales sur ct .



déni
.

Soit M = { A E A tq .

P
,
(A) = 82f)}

M et une classe monotone qui contient le donc le Héouùe précédent

garantit que Me = A . Bz

Déf . : soit r mini d' une tribu A
,

et E mini d' une tribu C
' ( E = IN

,
R
,

Rt etc
. )

Soit X : R → E une application ( variable aléatoire) .

X est dite mesurable si tt BEE
,
X
- '

(B) C- A .

exe : E = Pr vs variable aléatoire réelle (v. a. re )
E = Rk

,
h>2 ns vecteur aléatoire

E- ensemble discret
, fini on dénombrable → variable aléatoire discrète

E CIN
,
2 ma variable aléatoire entière



La tribu engendrée par X et le plus petite tribu ok) C A tete que
X
- t
(B) E of) pour

tout B E Ee
.

Rappel : Etant donnée une probabilité P : A - Lo , D an @ , A)
et X : (R, A) → (E , G) une variable aléatoire

,

la loi de X et la "màÏ
"

virage t'× de P peux sm ¥, G) :

P
×
(B) : = P ¢

- '

CB)) = P § C- B) , tt B EE .

(= PK er tq . XD E B }))
Tex . : @ ,

A
,
P ) = ({ ( i , je f1 , . . ., 6f} , PED , P)

avec P = équiprobabilité son R ( P (A) = ¥¥r = #I , ta EPAD36



× : XP - Q , PCND
(i. j) ↳ itj

X est mesurable : tt I E PDN) partie de 1N
,

Loi de × :

X " est une partie de r = f1 , 6f?

m si nette, xD , t' × µ} ) = P ( { ( isj) E R t - g- itj = n })
=
# { lis jte rt q . itj = a}

ms si net ff2 , Iif ,
P
× µ n}) = 0

.

36

Autre exemple : (r , A ,
P) = (f0,1 ,

B D) , 7 = mesure de lebesgue)



X : r → fait .

ou ↳ 1 si w E Lo , II↳ sinon
,

i. e
.

X = A
la izj

×
-

%) = JE , J e BK) , ×
- '

(f B) = Lo , Et c- B

P
×
(a) = P Y = a) = HE , D) = t - t =L ,

P
× 4) = PQ =D = ¥, E)) = ¥ - O = £ .



Déf . : (fonction de répartition )

¢ ,
ct) = (IR , BCRD on 4N

, PCND , P : A - GD prix .

La fonction de répartition de P et la fonction F : R - f0,1 :

où F (x) = P (J - x, xD pour × E R
.

X : ¢ , A) - (E , E) variable détire
,
à E CR

,
P : A - foi ] puba .

La fonction de répartition Fx de X est le fretin de répartition de t'
× ,
ici

f-
×
④ =

P
×

- o

, xD pm
× C- R

.

(= P (X E x) =P ( { ou en tq . XD Ex})) .



Prop . : Fx fonction de répartition de X : ¢, A) → (Ei) .

Alors

1) F
×
est à valeurs dans [o , ]

2) f-
×

est I (croissante)
3) F

×
et continue à droite

4) Fx (x ) - 0 quand × →
- x
, Fx (x ) - t quand × → ta

5) Fx a des limites à gauche en tout point , et

¥9 . t'× (g) = Fx (x) =P #x)
.

6) F×(b) - F× (a) = P (ad Cb) .

7) PQ = a) = t'× (a) - fin . F× = t'
×
(a) - F+4) .



dém
. : I) tt x ER

, Fx (x) = 4ff - o,D) C- [o , ] .

e) × e-
y
⇒ J - a. De J -o, y] d' où F

,
= t'
×
-a. D)

c- P
×
-x. D) = Fdg) .

3) × ER
. Mq Ê;+ Fx (g)

= Fx (x) .

Comme F× M M
,
il suffit de montrer quentin

,

Fx (x + f) = Fx (x) .

(En effet , on a alors : tt se > 0
,
3- Ne N t -

q n I N

⇒ F
×
(x) E F+4 + f) E Fx (x) te



rt par croissance de Fx , t x Ey Exxtn ,

Fx (x) t f
, (g)

E Fx (x +f) E Fy te

d' où yÇ;+ Fx (g) = Fx (x) )
On a F+4 + f) = t'

× ¢ -qx + Éf)
T

(E) site h d' mitrales donc
"

fin
.

t'
× En) = Px ¢ In) = t'

×
-

q D) = F×(x) .



5) Jn : = J - o, × - tu] .

[n ) site M d' intrus donc Çg Fx (x -f) =fin, Pxtfn)
=P
× n)

= t'
× § -o , xD .

Comme t'
×
or croissante on en déduit

que Fx admet P×¢ - qx[)
comme limite à gauche en × C- F+4)

( ycx → f-
× (g) en croisant et mjoué par Fx (xD

4) § = ¥µ J - x , - a) donc en raisonnant comme ci - dessus
,

III. Fx fn) =P × (d) = 0



Par croissance de Fx
,
on a ¥4
,

F
, (x) = 0 .

En ranime de même en to
.

6) F+4 ) - F× (a) = QQ -x, D) - QQ -x , a) )
= P×¢ -a, a) Ya , D) - t' × ¢- ga))
= t'

×¥, D) + Px# D) - 8×4- x. D)

7) ex . .

= t' f. D) = PQ-cja.by) .



Prop .
: une fonction de répartition présente an plus un nombre

dénombrable de discontinuité
.

Théorème : une fonction caractérise complètement la probabilité, i. e. ,
si P

,
et t'
a

sont 2 proba.sn §, BYRD de fonctions depqfqzitu.in
Alors P

,
= Pz ⇐ F

,
= F2 .

déni : chair

Et tt Ja , b) C R intube
,

P
,

a , D) = F
,
(b) - F

,
(a) = Fgtb) - Fela) = Ppa ,D).



La classe des vitrolles Ja , b) , a
,
b E R est stable par

titasutui finie et engendre B (B) .

Par le corollaire vu à la p.to , on déduit
que

P
,

= Pz .

Corollaire : Soit X
,
Y deux variables aléatoires définies an ¢,

A
,
P)
,

resp . ¢,
ct
'

,
P
'

) ,
avec X

,
Y à valeurs réelles ou entières

.

Si f-
×
= Fy alors X et Y ont même toi .

déni
: on applique le résultat précédent pour P

,
= t'
× , Pz = Py .



3. Indépendance et conditionnement

Déf . : ¢,
A
,
P) space probabilisée

a) 2 événements A
,

B E A sont dits indépendants si

P fr B) = PLA) P (B) .

b) Les événements (A i)
, ⇐

, Ai C- A pu
tout i EI

,

sont dits indépendants si tt T CI finie ,

Pfffi ) = Ë Pltj) -

Prop . : s
' A et B sms indépendant , LA .BY ,

§, B) , ¢, B
') sont

indépendants .



Exemples : a) on
tire 4 fais un dé

.

Si Ai , i - I , ii. , 4 , est un événement qui ne dépend

que
du i -ème tige , alors LA Dia

,
.
.µ

sont indépendant .

b) r = ¢ Iii , , A = Pll) , P proba . uniforme .

Alors A = 41,2} ,
B = 41,3} , C = 42,3} sont 2 à2

nigériens ( P @n B) = P 41} ) = ¥ = Pfa) PCB) etc )
mais A

,
B
,
C ne sont pas ( mutuellement) indépendants

( P HIBA =
° mais PCA) P t = (f) ! f) .

¢



Déf . : A
,
B 2 événement

.

la probabilité conditionnelle de B sachent A

PLA) 70 est

P (BIA) =
PALI

Prop . : Supposons p ¢, > o
.

PCA)
-

a) A
,
B nidfpndaob ⇐ t (BIA) =p (B) .

b) PIB) : A - foi] est me pndoa.sn A , appelée proba .

B ↳ P(BIA) conditionnelle radar A
.

dém
.

: a) P (B) A) = Pffff) donc t' (B) A) = t'(B)
⇐ P @ n B) = t' (A) PCB)



b) . Si BEA
,
An B CA et A ABE A donc OE PLAN B) Et (A)

et PCBIA) C- [0,1J .

.

PCrtat-_Plpf-aY--ffff--I@D.soit@ a)
n

C- AN t.q.fm#nElN,BmnBn=0/
Alors tt m # ne N , Af Bm) nnfnbn) -¢ ⇒ P#*B) n A) =P#µ @nn AD

donc P #*Bn IA) -_ En M¥4. En planta) -

DÈÊNP @ " " A)

Prop . : (proba - composées)
si Afi) ; =p

,
. . . ,n

sont des événements t.q.PH ,
t.in An

. .) so,

alors P LA ,
n' - - l An) = t'(A) PLANA , ) . .

. PLAN IA ,
n . . -

n An
- , ) .



déni
.

: récurrence sm ni 2 .

• n = 2 :
P Afr Az) = PLAY P @2f A , ) par definition .

• Si vrai pom n 72 montrons le pom htt : soit (A) i =p .
. .

,
* +,tq.tl#p--nAn)70P(A,n....nAn+D--PAfn...nAn)P(An+IApn-

in An)
-

PCADP faim) _ . _ PLAN / Afin An - i) pas H - R .

Prop . : Soit (Bi) I partirai finie ou
dénombrable de A

,
t'
q

Bi EA et P @ i) > 0 , tt i
EI

. More tt A E A
,

P (A) = IÊPLAIBDP@ i) .



dém
. : Dans ce cas

,
les Afr Bi)

± fumeur me partition de A

¥ .it#=zilnn-=tetfI?;III?ioI}
donc P =P

±
Ans = ÊTES

=
[ P Afl Bi) P @ i)
i EI

(car P@ i) 70 , tt i EI) Ba

Prop . : (théorème de Pages)
Ink ki)

, partition finie ou dmtonbreble te l tq .
P @ i) > 0 , ti EI .



Alors VA C- A t -
q . PCA) > 0

,
on a : tt i EI

,

PfBiIAI-.PfAtBDP@DjZeIPtftBjIPfBjjdem.i
Comme t' (A) 70 , on a

P@ il A) = PLACID P (A) Bi) P@ i)
P @ D > 0 , Fi EI PCA)

=

p (A)
.

Mais d' après la proposition précédente, on pour réécrire le dénominateur :

PLA ) = JÊIPLAIBJ ) P @ j ) . (coup@j) >qtjet


